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集権的成長経済と分権的成長経済の同値性
Equivalence of the Centralized Growth Economy  
and Decentralized Growth Economy
板垣　有記輔   
Yukio ITAGAKI
　ラムジーの集権的成長経済とソローの分権的成長経済との同値性を示し、そのミクロ経済学的
含意を明らかにする。
Ⅰ　ソローの新古典派成長モデル
　巨視的生産関数
    𝑌𝑌(𝑡𝑡) = 𝐹𝐹(𝐿𝐿(𝑡𝑡),𝐾𝐾(𝑡𝑡))  
は、労働 L(t) と資本 K(t) に関して一次同次とする。すなわち、
    ∀𝜆𝜆 > 0, 𝐹𝐹(𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑡𝑡), 𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑡𝑡)) = 𝜆𝜆𝐹𝐹(𝜆𝜆(𝑡𝑡), 𝜆𝜆(𝑡𝑡)) 
が成立する。したがって、特に、が成立する 𝜆𝜆 =
1
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
> 0にたいしても、 
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が成立する。いま、
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𝑓𝑓(𝑘𝑘(𝑡𝑡)):= 𝐹𝐹(1, 𝑘𝑘(𝑡𝑡)) 
と置けば、一人当たり生産量 y(t) は、
    𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) 
である。
    𝐹𝐹(𝐿𝐿(𝑡𝑡),𝐾𝐾(𝑡𝑡)) = 𝐿𝐿(𝑡𝑡)𝑓𝑓(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) であるから、であるから、
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 Emeritus Professor of Economics at Soka University, Doctor of Economics from Tohoku University. Current 
research concerns Dynamic Economic Theory and Continuous-Time Finance Theory.
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= 𝑓𝑓(𝑘𝑘) −
𝐾𝐾
𝐿𝐿
𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘) = 𝑓𝑓(𝑘𝑘) − 𝑘𝑘𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘), 
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    を仮定する。 仮定する。
　貯蓄 S(t) は、所得 Y(t) のうち消費 C(t) に振り向けないものであるから、
    𝑆𝑆(𝑡𝑡) = 𝑌𝑌(𝑡𝑡) − 𝐶𝐶(𝑡𝑡) 
財市場の均衡条件
    𝑆𝑆(𝑡𝑡) = 𝐼𝐼(𝑡𝑡) 
簡単化のため資本減耗を無視すれば、投資 I(t) によって資本が増加するから、
    ?̇?𝐾(𝑡𝑡) = 𝐼𝐼(𝑡𝑡) 
である。よって、資本形成     ?̇?𝐾(𝑡𝑡) = 𝐼𝐼 は、
    ?̇?𝐾(𝑡𝑡) = 𝐼𝐼(𝑡𝑡) = 𝑆𝑆(𝑡𝑡) = 𝑌𝑌(𝑡𝑡) − 𝐶𝐶(𝑡𝑡) 
である。
人口成長率     
?̇?𝐿(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
= 𝑛𝑛 は一定で、
    
?̇?𝐿(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
= 𝑛𝑛 > 0 
と仮定すれば、資本装備率 k(t) は、
    𝑘𝑘(𝑡𝑡) =
𝐾𝐾(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
 
であるから、両辺に自然対数を取ると
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=
𝑆𝑆(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
− 𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑡𝑡) =
𝑌𝑌(𝑡𝑡) − 𝐶𝐶(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
− 𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑡𝑡) =
𝑌𝑌(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
−
𝐶𝐶(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
− 𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦(𝑡𝑡) − 𝑐𝑐(𝑡𝑡) − 𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑡𝑡) 
= 𝑓𝑓(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) − 𝑐𝑐(𝑡𝑡) − 𝑛𝑛𝑘𝑘(𝑡𝑡) 
2  稲田献一に因んで宇沢弘文によって名付けられた新古典派生産関数に対する付加条件である。
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である。ここに、 ( )
( )
( )
C t
c t
L t
=   は、一人当たり消費である。
Ⅱ　ラムジーの集権的成長経済
　時点 t ∈ [0, ∞) の一人当たり消費 c(t) のもたらす効用 u(c(t)) の現在時点0∈ [0, ∞) における
割引現在価値 𝑢𝑢(𝑐𝑐(𝑡𝑡))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿の期間 の期  [0, ∞) に亘る総和 ∫ 𝑢𝑢(𝑐𝑐(𝑡𝑡))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿∞0 を、制約条件 
0
    ?̇?𝑘(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) − 𝑐𝑐(𝑡𝑡) − 𝑛𝑛𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑘𝑘(0) = 𝑘𝑘0: given 
に服しながら、最大化せよ　というラムジーの条件付き動的最大化問題 を集権的ラムジー問題
またはラムジーの集権的成長経済という。
ここで、効用関数 ここで 𝑢𝑢(𝑐𝑐) ∈ 𝐶𝐶2は、 は        
0
0, 0, lim ,lim 0
c c
u c u c u c u c
 
          であるとする。
    𝑐𝑐(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) − ?̇?𝑘(𝑡𝑡) − 𝑛𝑛𝑘𝑘(𝑡𝑡) 
であるから、これを効用関数に代入すると上記の条件付き動的最大化問題は、次の１つの変分法
の問題に置き換えることができる。
   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
{𝑘𝑘(𝑡𝑡),𝑡𝑡∈0,∞)}
∫ 𝑢𝑢 (𝑓𝑓(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) − ?̇?𝑘(𝑡𝑡) − 𝑛𝑛𝑘𝑘(𝑡𝑡))
∞
0
𝑒𝑒−𝛿𝛿𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡    𝑠𝑠𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑒𝑒𝑠𝑠𝑡𝑡  𝑡𝑡𝑡𝑡   𝑘𝑘(0) = 𝑘𝑘0: 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑒𝑒𝑛𝑛 
3 フランク　ラムジーの古典的論文
Ramsey, F. P. 98. A mathematical theory of saving. Economic Journal 8 : 54-59. に因んで、われわれは、
集権的ラムジー問題と呼ぶことにする。
年代的な観点から、ラムジーのこの古典的論文は、現代成長理論の出発点である（バロー , R. J. /X. 
サラ‐イ‐マーティン著大住圭介訳『内生的経済成長論Ⅰ』2頁）.
　「……フランク ラムジーが 26歳で死んだことは、経済学の純粋理論にとって重要な損失であっ
た。……ごく若い頃から、およそ 6歳の頃であったと思うが、その早熟な精神は経済問題に熾烈
な興味を抱いていた。ケンブリッジにいた経済学者は、彼の在学時代から、その批判的、論理的能
力の鋭い刃にかけて彼らの理論を試してみるのが習わしとなっていた。彼がもしただ好みに合うと
いうだけの、もっと安易な途に就いていたとするならば、彼はあるいは、精神が自分で自分の尻尾
を捕えようとするような、思考と心理学との基礎に関する厄介な作業を捨てて、その代わりにわれ
われ自身の意に最もかなう道徳学の部門 ― そこでは理論と事実、直感的想像力と実際的判断力と
が、人間知性にとって心地よく融合している ― の、愉しい途を進んだのではないかと思われる。
　彼は住みなれた石ころだらけの高地から降りてきても、相変わらず、たいていの経済学者が吸
いたがるよりも希薄な大気の中でもなんの苦もなく生活しており、われわれの科学の技術的用具
を、もっとはるかに困難なものに習熟した人のようにらくらくと操作した。しかし彼は死後に、活
字になったものでは、彼の力量の証拠となるものをわずか二編しか残していない、―『エコノミッ
ク・ジャーナル』に発表された 927年3月の「課税理論への一寄与」（A Contribution to the Theory 
of Taxation）、および 928年2月の「貯蓄の数学的理論」（A Mathematical Theory of Saving）につい
ての論文がすなわちそれである。
　このうち後者は、その主題に固有な重要性と困難さの点でも、そこに用いられた技術的方法の力
強くエレガントな点でも、またその主題をめぐって著者の精神が働くさいの、その解明の明晰な純
粋性に読者が打たれるという点でも、これまでに見られた最も注目すべき数理経済学への貢献であ
ると私はおもう。この論文は経済学者が読むにはおそろしくむずかしいものであるが、その中にど
んなに科学的でしかも美的な特質がかね具わっているかを昧得するのは、困難ではない。
　それゆえ、ラムジーを失ったことは友人たちにとって、彼の人格的資質と知的能力との結びつき
が最もよく調和とれたものと見えていただけに、容易に忘れがたい損失なのである。」
J. M. ケインズ著、大野忠雄訳『人物評伝』ケインズ全集 第0巻、東洋経済新報社、第4部 キング
ズ・カレジの友人たち 第29章 F. P. ラムジー（）経済学者としてのラムジー、pp.445-446.
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この変分法の問題に変分法の定理 4を適用すると集権的ラムジー問題のオイラー方程式は、
    
𝜕𝜕[𝑢𝑢(𝑓𝑓(𝑘𝑘(𝑡𝑡))−?̇?𝑘(𝑡𝑡)−𝑛𝑛𝑘𝑘(𝑡𝑡))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿]
𝜕𝜕𝑘𝑘(𝑡𝑡)
−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕[𝑢𝑢(𝑓𝑓(𝑘𝑘(𝑡𝑡))−?̇?𝑘(𝑡𝑡)−𝑛𝑛𝑘𝑘(𝑡𝑡))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿]
𝜕𝜕?̇?𝑘(𝑡𝑡)
 
= 𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡)) (𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘(𝑡𝑡) − 𝑛𝑛))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))(−1)𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 
= 𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡)) (𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘(𝑡𝑡) − 𝑛𝑛))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 + 𝑢𝑢″(𝑐𝑐(𝑡𝑡))?̇?𝑐(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝛿𝛿𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 
= 𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 [𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘(𝑡𝑡) − 𝑛𝑛) +
𝑢𝑢″(𝑐𝑐(𝑡𝑡))?̇?𝑐(𝑡𝑡)
𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))
− 𝛿𝛿] = 0 
である。で 𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 > 0であるから、 で
    𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘(𝑡𝑡) − 𝑛𝑛) +
𝑢𝑢″(𝑐𝑐(𝑡𝑡))𝑐𝑐̇(𝑡𝑡)
𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))
− (𝑛𝑛 + 𝛿𝛿) = 0 
である。よって、集権的ラムジー問題のオイラー方程式 5 は、
    ?̇?𝑐(𝑡𝑡) =
𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))
𝑢𝑢″(𝑐𝑐(𝑡𝑡))
{(𝑛𝑛 + 𝛿𝛿) − 𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘(𝑡𝑡))} 
である  。これに、横断性の条件
　  　 lim
𝑡𝑡→∞
𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝑡𝑡𝑘𝑘(𝑡𝑡) = 0：無限のかなたにおける資本ストックの割引現在価値は：無限のかなたにおける資 0
という条件を課す。
4 例えば、フォーミン、ゲルファント著、関根智明訳『変分法』総合図書 , 970.　
   寒野善博、土谷隆『基礎系　数学　最適化と変分法』丸善出版 , 204.
5 ラムジー問題のオイラー方程式がマクロ経済学上で持つ多様なインプリケーションについての秀逸
な解説は、齊藤 誠「消費と投資」. 齊藤 誠・岩本康志・太田聰一・柴田章久『新版　マクロ経済
学』. 有斐閣 . 206年 . 第6章 . pp.57-64.
6 この式は次のように変形できる。この式は次のように変形できる。 
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𝑐𝑐(𝑡𝑡)
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1
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𝑢𝑢″(𝑐𝑐(𝑡𝑡))𝑐𝑐(𝑡𝑡)
𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))
{𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) − (𝑛𝑛 + 𝛿𝛿)} =
1
−
𝑑𝑑𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))
𝑑𝑑𝑐𝑐(𝑡𝑡)
𝑐𝑐(𝑡𝑡)
𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))
{𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) − (𝑛𝑛 + 𝛿𝛿)} 
                                                   
   =
1
[
 
 
 
 
−
𝑑𝑑𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))
𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))
𝑑𝑑𝑐𝑐(𝑡𝑡)
𝑐𝑐(𝑡𝑡) ]
 
 
 
 
⏟        
消費が 1％上昇するとき
限界効用が何％減少す
るかを表す弾力性
{𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) − (𝑛𝑛 + 𝛿𝛿)}:𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝑛𝑛𝐾𝐾𝐾𝐾 − 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑅𝑅𝑢𝑢𝑅𝑅𝐾𝐾 
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Ⅲ　ラムジーの集権的成長経済のオイラー方程式の直感的な導出
　２時点間における消費者の消費行動について考える。今、消費者が、時点 t における消費 c(t)
をごく少量Δc(t) だけ減らして可能になる追加的貯蓄Δc(t) を微小期間Δt だけ投資に回し、時
点 t +Δt においてその収益分を消費すると考える。しかも、この消費者は、時点 t と時点 t +Δt
を除くほかのすべての時点においては、消費と資産保有の行動を変化させないものと仮定する。
もし、消費者が最適化していれば、この消費経路変更の生涯効用 ∫ 𝑢𝑢(𝑐𝑐(𝜏𝜏))
∞
0
𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝜏𝜏に対する限界効果は に
界効果は 0 になっているはずである。c(t) の限界効用は 0𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿である。したがって、時点 であ
点 t の効用は の効用は𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 △ 𝑐𝑐(𝑡𝑡)だけ低下する。一方、各 だけ低下する。一方、各時点 t の収益率は の収益率は𝑓𝑓′(𝑘𝑘(𝑡𝑡))であるから、時点 あるから、
時点 t +Δt における消費は における消費は△ 𝑐𝑐(𝑡𝑡)𝑒𝑒∫ (𝑓𝑓
′(𝑘𝑘(𝜏𝜏))−𝑛𝑛)𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑡𝑡+△𝑡𝑡
𝑡𝑡 だ だけ増加する。消費は 
𝑐𝑐̇(𝑡𝑡)
𝑐𝑐(𝑡𝑡)
で成長しているから、 で成
から、で成長しているから、𝑐𝑐(𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡) = 𝑐𝑐(𝑡𝑡)𝑒𝑒∫ [
?̇?𝑐(𝜏𝜏)
𝑐𝑐(𝜏𝜏)
]𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡+△𝑡𝑡
𝑡𝑡 となり、となり、c(t +Δt) の限界効用は、
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上の式の最右辺と最左辺は、ほぼ等しく、この両辺をΔt で割れば、ラムジーの集権的成長経済
のオイラーの方程式
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を得る。
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Ⅳ　ラムジーの集権的成長経済の最適成長経路の必要十分条件
　以下では、ラムジーの集権的成長経済のオイラー方程式を満たす時間経路をラムジーの集権的
成長経済の最適成長経路と呼ぶことにする。
　ポントリヤーギンの最大値原理 を適用して次の命題を得る。
命題　ラムジーの集権的成長経済の最適成長経路であるための必要条件
時間経路 (k(t), c(t)) がラムジーの集権的成長経済の最適経路問題
      ( ) 
( )( ) ( ) ( )( )
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すなわち、
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の最適経路であるならば、
微分可能関数 λ(t) ≠0 が存在し、
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c t
t H t k t t c t u c t t       
　ここに、経常値ハミルトニアン current value Hamiltonian 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻(𝐻𝐻, 𝑘𝑘(𝐻𝐻), 𝜆𝜆(𝐻𝐻), 𝑐𝑐(𝐻𝐻))は
𝐻𝐻(𝑡𝑡, 𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝜆𝜆(𝑡𝑡), 𝑐𝑐(𝑡𝑡)) = 𝑢𝑢(𝑐𝑐(𝑡𝑡)) + 𝜆𝜆(𝑡𝑡) (𝑓𝑓(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) − 𝑐𝑐(𝑡𝑡) − 𝑛𝑛𝑘𝑘(𝑡𝑡))である。  である
    
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡
− 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
= −𝛿𝛿(𝑡𝑡)(𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) − 𝑛𝑛) = (𝑛𝑛 − 𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘(𝑡𝑡))) 𝛿𝛿(𝑡𝑡) 
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡
=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
= 𝑓𝑓(𝑑𝑑(𝑡𝑡)) − 𝑐𝑐(𝑡𝑡) − 𝑛𝑛𝑑𝑑(𝑡𝑡) 
       lim 0t
t
e k t t 

 （横断性条件）
命題　ラムジーの集権的成長経済の最適成長経路であるための十分条件
時間経路 {𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑐𝑐(𝑡𝑡), 𝜆𝜆(𝑡𝑡)}が次の条件 が
    𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡)) = 𝜆𝜆(𝑡𝑡)                         ()
    ?̇?𝑘(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) − 𝑐𝑐(𝑡𝑡) − 𝑛𝑛𝑘𝑘(𝑡𝑡)                   (2)
7  L. S. Pontryagin et al., Mathematical Theory of Optimal Processes. John Wiley & Sons Inc., 962. ポントリ
ヤーギン著、関根智明訳『最適過程の数学的理論』文一総合出版、967年 .
ポントリヤーギン著、坂本實訳『最適制御理論における最大値原理』森北出版、2009年
Kamien, M. and N. Schwartz. 98. Dynamic Optimization: The Calculus of Variations and Optimal Control 
in Economics and Management. Elsevier
( )
( )( ) ( ) ( ))
,
t
k t t
f k t k t nk t e dt−

− −
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    𝑘𝑘(0) = ?̑?𝑘(0) = 𝑘𝑘0: 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔                     (3)
    ?̇?𝜆(𝑡𝑡) = (𝑛𝑛 + 𝛿𝛿 − 𝑓𝑓′(𝑘𝑘(𝑡𝑡)))𝜆𝜆(𝑡𝑡)                   (4)
          lim 0t
t
t e k t k t 
 
                      (5)
を満たせば、ラムジーの集権的成長経済の最適成長経路である。ただし、を満たせば、ラムジ－の集権的成長経済の {?̑?𝑘(𝑡𝑡)}は、条件 は、条 (2), (3)
を満たす任意の実行可能な資本装備率の時間経路とする。
証明 いま、いま {𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝜆𝜆(𝑡𝑡), 𝑐𝑐(𝑡𝑡)}を、条件、条件 (), (2), (3), (4), (5) を満たす時間経路、{?̑?𝑘(𝑡𝑡), ?̑?𝜆(𝑡𝑡), ?̑?𝑐(𝑡𝑡)}を、条件 
を、条件 (2), (3), (4) を満たす実行可能な時間経路とする。このとき、
∫ 𝑢𝑢(𝑐𝑐(𝑡𝑡))
∞
0
𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡 − ∫ 𝑢𝑢(?̑?𝑐(𝑡𝑡))
∞
0
𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡 = ∫ {𝑢𝑢(𝑐𝑐(𝑡𝑡)) − 𝑢𝑢(?̑?𝑐(𝑡𝑡))}
∞
0
𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡 
　　　u(c) が微分可能な凹関数であるから 8 、
=
 ∫ 𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))(𝑐𝑐(𝑡𝑡) − ?̑?𝑐(𝑡𝑡))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿
∞
0
𝑑𝑑𝑡𝑡 
= ∫ 𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))(𝑐𝑐(𝑡𝑡) − ?̑?𝑐(𝑡𝑡))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿
∞
0
𝑑𝑑𝑡𝑡 
       
                   
0
0
0 0
t
t
u c t c t c t e dt
t f k t c t nk t k t f k t c t nk t k t e dt






 
  
         
  
  


 
= ∫ (𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡)) − 𝜆𝜆(𝑡𝑡))⏟          
0
(𝑐𝑐(𝑡𝑡) − ?̑?𝑐(𝑡𝑡))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡
∞
0
 
+∫ 𝜆𝜆(𝑡𝑡) (𝑓𝑓(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) − 𝑓𝑓 (?̑?𝑘(𝑡𝑡)) − 𝑛𝑛𝑘𝑘(𝑡𝑡) + 𝑛𝑛?̑?𝑘(𝑡𝑡))
∞
0
𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡 − ∫ (?̇?𝑘(𝑡𝑡) − ?̇̑?𝑘(𝑡𝑡)) 𝜆𝜆(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡
∞
0
 
第３項に部分積分公式を適用して 9
= ∫ 𝜆𝜆(𝑡𝑡) (𝑓𝑓(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) − 𝑓𝑓 (?̑?𝑘(𝑡𝑡)) − 𝑛𝑛𝑘𝑘(𝑡𝑡) + 𝑛𝑛?̑?𝑘(𝑡𝑡))
∞
0
𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡 − [(𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡)) 𝜆𝜆(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿]
0
∞
 
       + ∫ (𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡)) ?̇?𝜆(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡
∞
0
− ∫ (𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡)) 𝛿𝛿𝜆𝜆(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡
∞
0
 
生産関数 f (k(t)) は微分可能な凹関数であるので0
>
=
∫ 𝜆𝜆(𝑡𝑡) (𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) (𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡)) − 𝑛𝑛 (𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡)))
∞
0
𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡 − [(𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡)) 𝜆𝜆(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿]
0
∞
 
8  
                                                   
8 𝑢𝑢(𝑐𝑐(𝑡𝑡)) + 𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))(?̑?𝑐(𝑡𝑡) − 𝑐𝑐(𝑡𝑡)) >
=
𝑢𝑢(?̑?𝑐(𝑡𝑡))であるので、
̇
。
9 
=
9 ∫ (?̇?𝑘(𝑡𝑡) − ?̇̑?𝑘(𝑡𝑡)) 𝜆𝜆(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡∞0 = [(𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡)) 𝜆𝜆(𝑡𝑡)𝑒𝑒
−𝛿𝛿𝛿𝛿]
0
∞
− ∫ (𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡))
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝛿𝛿
(𝜆𝜆(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿)𝑑𝑑𝑡𝑡
∞
0
 
̑
∞
̑ ̇∞ ̑∞
   
0 0 𝑑𝑑𝑑𝑑0
= [(𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡)) 𝜆𝜆(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝛿𝛿𝑑𝑑]
0
∞
− ∫ (𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡)) ?̇?𝜆(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝛿𝛿𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
∞
0
+ ∫ (𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡)) 𝛿𝛿𝜆𝜆(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝛿𝛿𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
∞
0
で
あるから、 
 であるから。
0 
あるから、 
10 𝑓𝑓 (?̑?𝑘(𝑡𝑡)) <
=
𝑓𝑓(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) + 𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) (?̑?𝑘(𝑡𝑡) − 𝑘𝑘(𝑡𝑡))であるので であるので。
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       + ∫ (𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡)) ?̇?𝜆(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡
∞
0
− ∫ (𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡)) 𝛿𝛿𝜆𝜆(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡
∞
0
 
= ∫ (𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡))
∞
0
(𝜆𝜆(𝑡𝑡)𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) − (𝑛𝑛 + 𝛿𝛿)𝜆𝜆(𝑡𝑡)) 𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡 − [(𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡)) 𝜆𝜆(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿]
0
∞
 
        + ∫ (𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡)) ?̇?𝜆(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡
∞
0
 
= ∫ (𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡))
∞
0
(?̇?𝜆(𝑡𝑡) − (𝑛𝑛 + 𝛿𝛿 − 𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘(𝑡𝑡)))𝜆𝜆(𝑡𝑡))
⏟                      
0
𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡 − [(𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡)) 𝜆𝜆(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿]
0
∞
 
= −lim
𝑡𝑡→∞
(𝑘𝑘(𝑡𝑡) − ?̑?𝑘(𝑡𝑡)) 𝜆𝜆(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝛿𝛿𝑡𝑡 + (𝑘𝑘(0)⏟
𝑘𝑘0
− ?̑?𝑘(0)⏟
𝑘𝑘0
)
⏟          
0
𝜆𝜆(0)𝑒𝑒−𝛿𝛿⋅0 
(5) より、
      lim 0t
t
k t k t t e  
 
    
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　証了
命題　横断条件 横    
0
lim 0t
t
t e k t 

 が成立するための十分条件は ための十分条件は は𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘(𝑡𝑡)) > 𝑛𝑛である。 で
証明
?̇?𝜆(𝑡𝑡)
𝜆𝜆(𝑡𝑡)
= (𝑛𝑛 + 𝛿𝛿) − 𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘(𝑡𝑡)), 
∫
?̇?𝜆
𝜆𝜆
= −∫(𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘(𝜏𝜏)) − (𝑛𝑛 + 𝛿𝛿)) 𝑑𝑑𝜏𝜏 + 𝐶𝐶, 
       
 
           
 
     
0 0
0
0
0
0
log ,
0 1 .
t t
t
e
f k n d C f k n d C
f k n d C C C C
t f k n d C
t e e e
e e e e e
     
  
   


       
   
    
  
   

0
𝜆𝜆(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−∫ (𝑓𝑓
′(𝑘𝑘(𝜏𝜏))−(𝑛𝑛+𝛿𝛿))𝑑𝑑𝜏𝜏+𝐶𝐶
𝑡𝑡
0 = 𝑒𝑒−∫ (𝑓𝑓
′(𝑘𝑘(𝜏𝜏))−(𝑛𝑛+𝛿𝛿))𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑡𝑡
0 𝑒𝑒𝐶𝐶 
0𝜆𝜆(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒 = 𝑒𝑒 𝑒𝑒
𝜆𝜆(0) = 𝑒𝑒−∫ (𝑓𝑓
′(𝑘𝑘(𝜏𝜏))−(𝑛𝑛+𝛿𝛿))𝑑𝑑𝜏𝜏+𝐶𝐶
0
0 = 𝑒𝑒0𝑒𝑒𝐶𝐶 = 1𝑒𝑒𝐶𝐶 = 𝑒𝑒𝐶𝐶. 
　　　よって、
𝜆𝜆(𝑡𝑡) = 𝜆𝜆(0)𝑒𝑒−∫ (𝑓𝑓
′(𝑘𝑘(𝜏𝜏))−(𝑛𝑛+𝛿𝛿))𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑡𝑡
0  
したがって、横断条件は、( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )
( ) ( )
( )( )( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )
( ) ( )
( )( )( )
( )
0 0
0 0
0 0 0
0 0 0
lim lim 0 lim 0 0.
lim lim 0 lim 0 0.
t t
t t
f k n d f k n dt t
t t t
f k n d f k n dt t
t t t
t e k t e k t e k t e k t
t e k t e k t e k t e k t
     
     
  
  
 − + −− −
→ → →
 − − + − −− −
→ → →
 = = =
 → = = =
 
28 季刊　創　価　経　済　論　集　　　　Vol. XLVIII, No. ・2・3・4
これより、横断条件が成立するための十分条件は、
    𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘(𝜏𝜏)) > 𝑛𝑛 ⇔ 𝑘𝑘(𝑡𝑡) < (𝑓𝑓 ′)
−1
(𝑛𝑛):黄金律   黄金律
である。
Ⅴ　分権的市場経済
Ⅴ-1　分権的市場経済の消費者の主体的均衡
　C(t): 時点 t の消費者部門の総消費額、A(t): 時点 t の総資産量、w(t): 時点 t の賃金率、r(t): 時
点 t の資本のレンタル価格、L(t): 時点 t の総労働量とする。
時点 t ∈ [0, ∞) の消費者部門の予算式は次のとおりである。
    𝐶𝐶(𝑡𝑡) + ?̇?𝐴(𝑡𝑡) = 𝑟𝑟(𝑡𝑡)𝐴𝐴(𝑡𝑡) + 𝑤𝑤(𝑡𝑡)𝐿𝐿(𝑡𝑡) 
    𝐴𝐴(0) = 𝐴𝐴0:所与、𝐿𝐿(0) = 𝐿𝐿0:所与 
両辺を L(t) で割れば、
𝐶𝐶(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
+
?̇?𝐴(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
= 𝑟𝑟(𝑡𝑡)
𝐴𝐴(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
+ 𝑤𝑤(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
, 
    
 
 
0
0
0
:
0
A A
L L
 所与         
ここで、１人当たり消費 ( )
( )
( )
:
C t
c t
L t
=  、１人当たり資産 𝑎𝑎(𝑡𝑡):=
𝐴𝐴(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
、𝑎𝑎(𝐴𝐴
(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
𝑎𝑎(0) =
𝐴𝐴(0)
𝐿𝐿(0)
=
𝐴𝐴0
𝐿𝐿0
= 𝑎𝑎0と定義 
と定義すれば、
𝑐𝑐(𝑡𝑡) +
?̇?𝐴(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
= 𝑟𝑟(𝑡𝑡)𝑎𝑎(𝑡𝑡) + 𝑤𝑤(𝑡𝑡) 
𝑎𝑎(0) = 𝑎𝑎0:所与 
である。
     
 
 
   log log log loge e e e
A t
a t A t L t
L t
    
であるから、両辺を時間 t で微分すると
    
?̇?𝑎(𝑡𝑡)
𝑎𝑎(𝑡𝑡)
=
?̇?𝐴(𝑡𝑡)
𝐴𝐴(𝑡𝑡)
−
?̇?𝐿(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
=
?̇?𝐴(𝑡𝑡)
𝐴𝐴(𝑡𝑡)
− 𝑛𝑛 
この両辺に 𝑎𝑎(𝑡𝑡) =
𝐴𝐴(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
 をかけると をかけると
    ?̇?𝑎(𝑡𝑡) =
?̇?𝐴(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
－𝑛𝑛𝑎𝑎(𝑡𝑡) 
よって、
     
?̇?𝐴(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
= ?̇?𝑎(𝑡𝑡) + 𝑛𝑛𝑎𝑎(𝑡𝑡) 
と先に導出した
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𝑐𝑐(𝑡𝑡) +
?̇?𝐴(𝑡𝑡)
𝐿𝐿(𝑡𝑡)
= 𝑟𝑟(𝑡𝑡)𝑎𝑎(𝑡𝑡) + 𝑤𝑤(𝑡𝑡) 
から、
   𝑐𝑐(𝑡𝑡) + ?̇?𝑎(𝑡𝑡) + 𝑛𝑛𝑎𝑎(𝑡𝑡) = 𝑟𝑟(𝑡𝑡)𝑎𝑎(𝑡𝑡) + 𝑤𝑤(𝑡𝑡) 
よって、各消費者が服すべき予算制約式は、
   ?̇?𝑎(𝑡𝑡) = 𝑟𝑟(𝑡𝑡)𝑎𝑎(𝑡𝑡) + 𝑤𝑤(𝑡𝑡) − 𝑐𝑐(𝑡𝑡) − 𝑛𝑛𝑎𝑎(𝑡𝑡) 
と初期条件
   𝑎𝑎(0) = 𝑎𝑎0:所与 
である。
よって、各消費者は、予算制約式とその初期条件に服しながら、消費の効用の割引現在価値の現
在時点 0 から無限までの総和 和∫ 𝑢𝑢(𝑐𝑐(𝑡𝑡))
∞
0
𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡を最大にするように最適な消費の流列 を最大にす 流列 
{𝑐𝑐(𝑡𝑡)}0
∞を求める。つまり、各消費者は、次の動学的最適化問題の最適解を求める。 を まり、各消費者は、次の動学的最適化問題の最適解を求める。
　賃金率と資本のレンタル価格（利子率）の時系列 {w(t), r(t): t ∈ [0, ∞)} を所与として、
    max∫ 𝑢𝑢(𝑐𝑐(𝑡𝑡))
∞
0
𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡 
         𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑠𝑠𝑡𝑡   
                      
           
  00 :
a t r t a t w t c t na t
a a
   

 所与
              
この動学的最適化問題を解くために {w(t), r(t): t ∈ [0, ∞)} を所与として、経常価値ハミルト
ニアン current value Hamiltonian current value Hamiltonian ?̃?𝐻を次のように定義する。 を 定義する。
    ?̃?𝐻 = 𝑢𝑢(𝑐𝑐(𝑡𝑡))+ ( )t (𝑟𝑟(𝑡𝑡)𝑎𝑎(𝑡𝑡) + 𝑤𝑤(𝑡𝑡) − 𝑐𝑐(𝑡𝑡) − 𝑛𝑛𝑎𝑎(𝑡𝑡)) {a(t), c(t): t ∈ [0, ∞)} が消費者の主体的均衡解であるとすると、ある が消費者の主体的均衡解であ 、 𝜉𝜉(𝑡𝑡)(≠ 0)が存在して、次 が
次のことが成立しなければならない。
    
𝜕𝜕?̃?𝐻
𝜕𝜕𝜕𝜕
= 𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡)) − 𝜉𝜉(𝑡𝑡) = 0 
    ?̇?𝜉(𝑡𝑡) − 𝛿𝛿𝜉𝜉(𝑡𝑡) = −
𝜕𝜕?̃?𝐻
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑡𝑡)
= −(𝑟𝑟(𝑡𝑡) − 𝑛𝑛)𝜉𝜉(𝑡𝑡)11 

 
 最適解であるための必要条件の第式と第2式から、
     式から、𝑢𝑢
″(𝑐𝑐(𝑡𝑡))?̇?𝑐(𝑡𝑡) = −(𝑟𝑟(𝑡𝑡) −
𝑢𝑢″(𝑐𝑐(𝑡𝑡))𝑐𝑐(𝑡𝑡) 𝑐𝑐̇(𝑡𝑡
 (𝑛𝑛 + 𝛿𝛿))𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))であるから、分権的市場経済のオイラ－の方程式 
であるから、分権的市場経済のオイラーの方程式 式 
    
  
 
 
   
u c t c t c t
r t n
c tu c t

 
    
 
 
   を得る。
また、必要条件の第２式より、𝑢𝑢 (𝑐𝑐(𝑡𝑡)) 𝑐𝑐(𝑡𝑡)
式より、𝜉𝜉(𝑡𝑡) = 𝜉𝜉(0)𝑒𝑒−∫ (𝑟𝑟(𝜏𝜏)−(𝑛𝑛+𝛿𝛿))𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑡𝑡
0 である
𝑡𝑡
 で から、これと必要条件の第4式とから、
     
    
   
    
 0 00 lim lim 0 0 lim
t t
r n d r n d
t t t
t a t e a t e a t
     
  
     
  
    であるから、あるから、結局
分権的市場経済の横断条件は 分権的市場経済の横断条件は  
    
0lim 0.
t
r n d
t
a t e
    

   
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    ?̇?𝑎(𝑡𝑡) =
𝜕𝜕?̃?𝐻
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑡𝑡)
= 𝑟𝑟(𝑡𝑡)𝑎𝑎(𝑡𝑡) + 𝑤𝑤(𝑡𝑡) − 𝑐𝑐(𝑡𝑡) − 𝑛𝑛𝑎𝑎(𝑡𝑡) 
       lim 0
t
t a t

  
Ⅴ-2　分権的市場経済の企業の主体的均衡
　賃金率と資本のレンタル価格（利子率）の時系列 {w(t): t ∈ [0, ∞)}, {r(t): t ∈ [0, ∞)} を
所与として、企業部門の主体的均衡について考察する。最終財の価格を１に基準化する
と企業の時点 t の利潤π(t) は
    𝜋𝜋(𝑡𝑡) = 𝐹𝐹(𝐾𝐾(𝑡𝑡), 𝐿𝐿(𝑡𝑡)) − 𝑟𝑟(𝑡𝑡)𝐾𝐾(𝑡𝑡) − 𝑤𝑤(𝑡𝑡)𝐿𝐿(𝑡𝑡) 
である。企業は賃金率と資本のレンタル価格（利子率）の時系列 {w(t):t ∈[0, ∞)}, {r(t):t ∈[0, ∞)}
を所与として、次の静学的最大化問題
                  max t F K t L t r t K t w t L t     
の解を求める。(K(t), L(t)) が企業の主体的均衡であれば、次のことが成立する。
    
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑡𝑡)
=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑡𝑡)
− 𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘) − 𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 0, 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑡𝑡)
=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑡𝑡)
− 𝑤𝑤(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑘𝑘) − 𝑘𝑘𝑓𝑓 ′(𝑘𝑘) − 𝑤𝑤(𝑡𝑡) = 0 
ただし、生産関数は１次同次関数であるものとする。
Ⅴ-3　分権的市場経済の市場均衡
　　資本市場の均衡は、
"t ∈[0, ∞), a(t) = k(t) 
である。このとき、消費者の所得は
である。このとき、消費者の所得は 
 0, ,t           
 
 
 a tr t
r t a t w t f k t k t          
 
  
w t
f k t k t f k t f k t   
である。よって、分権的市場経済の消費者の動的最適化問題
  max∫ 𝑢𝑢(𝑐𝑐(𝑡𝑡))
∞
0
𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡 
        𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑠𝑠𝑡𝑡   
                      
           
  00 :
a t r t a t w t c t na t
a a
   

 所与
 
は、次のラムジーの集権的成長経済の動的最適化問題
｝
31March　209　　板垣有記輔：集権的成長経済と分権的成長経済の同値性
 max∫ 𝑢𝑢(𝑐𝑐(𝑡𝑡))
∞
0
𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑑𝑑𝑡𝑡 
        𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑠𝑠𝑡𝑡   
                      
        
  00 :
k t f k t c t nk t
k k
   

 所与
  
と同値である。
かくして、集権的成長経済と分権的成長経済との関係についての次の命題を得る。
命題　ラムジーの集権的成長経済の時間経路は分権的市場経済の時間経路に一致する。
Ⅵ　厚生経済学の基本定理
　時間が時点0 から∞まで連続的に続くときも、厚生経済学の基本定理が成立することを示す。
そのためにまず必要となるミクロ経済学上の用語を定義しておく。
定義　限界代替率 MRS(t,τ)
　t 時点現在の消費を１単位減らすとき、減らす前と同じ効用水準を保つために、将来τ時点の
消費を何単位追加すればよいか、すなわち、将来τ時点の消費で測った t 時点の現在消費の価値
を限界代替率 MRS(t,τ) と定義する。
　時点 t で消費を１単位減少させたとき、それをちょうど補うのに、時点τ(>t) で消費を
MRS(t,τ) 単位増やさなければならないとすれば、
    1 ⋅ 𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑡𝑡, 𝜏𝜏) ⋅ 𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝜏𝜏))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 
よって、
    𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑡𝑡, 𝜏𝜏) =
𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿
𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝜏𝜏))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿
 
が成立する。
定義　時間選好率 RTP(t,τ)
　時点 t の消費を１単位減らすとき、減らす前と同じ効用水準を保つために、将来時点τ(>t)
を１単位に加えて何単位追加すればよいか、すなわち限界代替率 MRS(t,τ)－ を時間選好率
RTP(t,τ) と定義する。
　時点 t と時点τ(>t) との間の時間選好率 RTP(t,τ) について、
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    1 ⋅ 𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑡𝑡, 𝜏𝜏) ⋅ 𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝜏𝜏))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 = [𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑡𝑡, 𝜏𝜏) − 1 + 1] ⋅ 𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝜏𝜏))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 
= (𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑡𝑡, 𝜏𝜏) + 1) ⋅ 𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝜏𝜏))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 
が成立する。よって、
    𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑡𝑡, 𝜏𝜏) = 𝑀𝑀𝑅𝑅𝑀𝑀(𝑡𝑡, 𝜏𝜏) − 1 =
𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝑡𝑡))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿
𝑢𝑢′(𝑐𝑐(𝜏𝜏))𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿
− 1 
定義　平均時間選好率
　時間選好率 RTP(t,τ) を期間 [t,τ] の長さτ－t で割った
( ) ( )
( )( )
( )( ) 1, , 1
tu c t e
u c eRTP t MRS t
t t t
δ
δτττ τ
τ τ τ
−
−
′
−
′−
= =
− − −
を を平均時間選好率という。
定義　瞬間的時間選好率
　時間選好率 RTP(t,τ) のτについての変化率をτ= t で評価したものを、時点 t での瞬間時間選
好率という。すなわち、
 
    
   
  
  
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定義　限界変形率 MRT(t,τ)
　時点 t の限界的１単位の貯蓄がτ時点 (t<τ) で何単位に増えるかを表す尺度を限界変形率
MRT(t,τ) という。
利子率 𝑟𝑟(𝑠𝑠) = 𝑓𝑓′(𝑘𝑘(𝑠𝑠))で期間[t,τ] だけ運用すれば、時点τにおける元利合計は
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であるから、
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定義　時間収益率 ROR(t,τ)　(rate of return over  cost)
　時点 t の限界的１単位の貯蓄がτ時点 (t<τ) で１単位に加えて何単位増えるかを表す尺度を
時間収益率 ROR(t,τ) という。
すなわち、
       
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r s ds
ROR t MRT t e
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定義　平均時間収益率
　時間収益率 ROR(t,τ) を期間 [t,τ] の長さτ－t で割った 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑡𝑡,𝜏𝜏)
𝜏𝜏−𝑡𝑡
を平均時間収益率という。 を 益率という。
すなわち、
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定義　瞬間的時間収益率
　時間収益率 ROR(t,τ) のτについての変化率をτ = t で評価したものを、時点 t での瞬間的時
間収益率という。
すなわち、
   , , 1lim lim
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は、時間が連続的に続く場合の厚生経済学の基本定理
　　　瞬間的時間選好率＝瞬間的時間収益率
の関係が成り立つことを示すものに他ならない 。
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